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INTRODUCAO

O principio do maximo é uma importante ferramenta para a obtencao de proprieda-
des qualitativas de solu¢des de equagoes diferenciais e de desigualdades diferenciais
sem o conhecimento explicito dessas solugoes.

O principio do maximo ocorre em muitos lugares e em formas tao diferentes que
alguém que possua familiaridade com ele vai entender sua importancia no estudo
de aspectos classicos de equacoes diferenciais.

Esse principio € uma generalizagao para situa¢oes mais complexas do seguinte fato
bastante elementar: se a segunda derivada de uma funcao é positiva num intervalo,
entao o maximo e o minimo dessa func¢ao sao assumidos nos extremos do intervalo.

Esse topico é uma excelente aplicacao de conceitos vistos em disciplinas de calculo
e de analise, mesmo em nivel de graduagao.

No presente trabalho nos propomos a analisar o principio do maximo para equa-

¢Oes diferenciais parciais elipticas com condi¢oes de Dirichlet e para Equagoes Dife-

renciais Ordinarias de segunda ordem. Nossas principais referéncias sao [Protter and Weinberger (1!
[Gilbarg and Trudinger(2001)|] e [Renardy and Rogers(2004)|

Notacao
1. R" o espaco euclidiano n-dimensional

2. QQ c R" denotara um subconjunto préprio aberto. Diremos que Q2 é um domi-

nio se for conexo.
3. Se SCR", dS é a fronteirade S

4. Se S cc S se S’ tem fecho compacto em S

4 . . n/2
5. w, é ovolume da bola de raio 1 em R ", ou seja w,, = 2
n = nul'(n/2)



Sumario

Derivadas Parciais

Nao utilizaremos a notagao de multi-indice nesse trabalho, pois as EDPs e EDOs
trabalhadas serao principalmente de segunda ordem.
SejaQQcR"™e V cR. Dadau: Q — V de classe C, denotaremos por

1. D;u a derivada parcial de u em relagao a x;, o i-ésimo vetor da base candnica

de R ", ou seja

Ju

Diu=—
! 8xi

2. Djju a derivada parcial de segunda ordem de u em relacdo aos vetores x; e x;

da base candnica de R :
d2u

Pt = oxiox,;

l]u
3. Du=(Dyu,...,D,u) o gradiente de u.

4. D?u = [D;;] a matriz Hessiana de u

Teoremas e Fatos Utilizados

Teorema 0.1 (de Weierstrass) Seja f: K — V C R uma fungdo continua, com K um

espago topoldgico compacto. Entdo f possui um ponto de maximo e um ponto de minimo.

Proposicao 0.2 Seja f: A — R uma fungao continua em A C R aberto. Se f atinge um

mdximo (local) em m € A e é derivdvel em m, entao f’'(m) =0

Proposi¢ao 0.3 (Teste da Segunda Derivada) Seja f: A — R uma fungdo continua
em A CR aberto. Se f atinge um mdximo (local) em m € A e tem derivada segunda em
m, entdao f”(m) <0

Teorema 0.4 (do Divergente) Seja w: Q — R tal que w € C1(Q) e Q é um dominio

limitado com dw de classe C1. Se n denotar o vetor unitdrio normal a 0Q (apontando

J divwdx :J wnds
Q Q)

para fora), entdo



1 PRINCIPIO DO MAXIMO EM UMA DIMENSAO

1.1 Um primeiro principio do maximo

Tendo estabelecido os nossos fatos basicos sobre maximos e minimos de funcoes de
uma variavel, procedemos para uma primeira demonstracao do principio do ma-

ximo. Para tanto, trabalharemos com um operador
Llu]l=u"+g(x)u’

Definicao 1.1 Seja g : [4,b] > R uma fungado limitada. Entdo L,: C?([a,b]) —
C([a, b]) designara o operador

Lg[u](x) = u”(x) + g(x)u’(x)
Por abuso de notagao denotaremos L, frequentemente apenas por L

Observagao 1.2 Se para uma fungio u: [a,b] — R tal que L[u] > 0, é claro que u
atinge seu mdximo em um extremo, porque se m € (a,b) fosse ponto mdaximo teriamos
L{u](m) <0.

Nosso primeiro objetivo sera provar que, se L[u] > 0, entdo u atinge seu maximo
e minimo em seus extremos apenas, com exce¢ao apenas no caso de u ser a fungao

constante.

Proposicao 1.3 Seja u: [a,b] — R tal que L{u] > 0 para todo x € (a,b). Se o ponto
maximo é atingido em algum ponto interior, entdo u é constante.

Demonstragao: Seja u nas condi¢oes do enunciado e ¢ € (a,b) o ponto de maximo de
u, isto é, u(c) = M. Suponha, por absurdo, que existe d € (c,b) tal que u(d) <M (se
d € (a,c) sera analogo). Nosso objetivo sera construir uma fun¢ao w(x) que satisfaga
L{w] > 0 tal que w tenha um ponto de maximo que é ponto interior, caindo em uma

contradigao gracas a observagao|l.2



1 Principio do maximo em uma dimensao

Para tanto, construiremos primeiro z[x]| que satisfaz: z(x) <0sea<x<c, z(x) >0

sec<x<belL[z]>0em (a,d). Com tal fungdo em maos, definiremos
w(x) = u(x) + ez(x)

Onde
M —u(d)

2(d)

Assim teremos w(d) = u(d) + ez(d) < M, enquanto w(c) = M e w(x) < u(x) < M se

O<e<

a < x <c. Assim, w quando restrita a [4,d] atinge ponto de maximo em algum ponto
interior. Mas note que
Llw]=L[u]+e€eL[z]>0

Para todo x € (a,d), o que nos leva a uma contradi¢ao. Para completar a demonstra-
¢ao, precisamos exibir uma fungao z com as caracteristicas mencionadas. Considere
z(x) = e**79) — 1. F imediato que z(c) = 0, z(x) > 0 se x > c e z(c) < 0 se x < c. Quanto

ao operador teremos:

L[z] = a?ex=¢) 4 g(x)aea(x_c) = aea(x_c)(a +g(x))

De forma que basta tomarmos a > —g(x), para x € (a,c) (o que sempre é possivel, ja
que g é limitada) e teremos
L[z] >0

conforme desejado. O
Poderiamos ter construido z de muitas outras formas. Por exemplo, a fun¢ao z(x) =

(x—a)® — (c—a)® satisfaz nossa condicao de sinal ao redor de ¢ e além disso
Llz] = a(x-a)**(a—1+g(x)(x~a))
De forma que basta tomarmos a € N par, tal que @ > 1 — g(x)(x —a) e assim L[z] > 0.

Observagao 1.4 Em vdrios cendrios provenientes da fisica matemdtica s6 podemos tra-
balhar com g limitada em todos os intervalos fechados contidos em (a,b) e ndo com g
limitada em (a, b) conforme definigdo do operador L. Nesses casos, a conclusao da propo-
sicao(1.3|continua vdlida. Para perceber isso, basta escolher um intervalo fechado contido

em (a,b) que tenha c e d como pontos interiores.

Com algumas modificagdes conseguiremos provar agora alguns fatos sobre as de-

rivadas direcionais, caso existam, nos extremos: a condi¢ao de uma fungao possuir
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l ; | I I I I | I I I I I I I I | I I I I | ;
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Figura 1.1: A funcao 1_17 é limitada em todo intervalo fechado contido em (-1,1),

mas nao ¢ limitada em (-1,1)

o operador L ndo negativo em um intervalo aberto impede que os pontos das extre-

midade tenham derivada direcional igual a zero.

Proposicao 1.5 Seja u ndo constante tal que Lo[u] > 0 (g limitada em todos os intervalos
fechados contidos em (a,b), conforme Se g ¢é limitada inferiormente em a, a é ponto
de mdaximo de u e se u tem derivada direcional em a, entdo u’(a) < 0. Analogamente, se g
¢ limitado superiormente em b, b é ponto de mdximo de u e se u tem derivada direcional
em b, entao u’(b) > 0.

Demonstragao: Suponha que o maximo de u ocorre em a (u(a) = M) e que u(d) <M
para algum d € (a,b). Construimos z e w da mesma forma da demonstracao da
proposi¢ao Como L[w] > 0 em [a,d], o maximo de w deve ocorrer em 4 ou em
d, mas w(a) = M > w(d), de forma que a derivada direcional de w em a nao pode ser
positiva, ou seja, w’(a) = u’(a) + €z’'(a) < 0. Mas z’(a) = a > 0, devemos ter u’(a) < 0.
A demonstracao caso o maximo ocorra em b ¢ andloga. [J Um exemplo de situagao

proibidas para fun¢oes nas condi¢des da Proposicao € a seguinte:

Observacao 1.6 Sendo u uma fungdo nas condigoes da proposigao entdo:

1. Se u tem um ponto interior ¢ que é ponto de mdximo local, restringindo o dominio

de u para uma vizinhanga de c de forma que c seja ponto de maximo global, pode-
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Figura 1.2: Na figura temos u’(a) = 0, logo Lg[u] < 0 para qualquer ¢ nas condi¢oes

da Def

mos aplicar a Proposigdo e concluir que nesse intervalo aberto, u é constante.
Aplicando a Proposigcao a todos os intervalos abertos da forma (x,c) e (c,x),
uma vez que u’(c) = 0 (de acordo com a Proposigio [0.2), ¢ ndo pode ser o ponto de

maximo em nenhum desses intervalos, a ndo ser que u seja constante.

2. Se u tem dois pontos de minimo locais c; e ¢y, deve ter um ponto de maximo local,

de forma que concluimos a partir do ultimo item que u é constante em (cq,cy).

3. u nao tem nenhum ponto de inflexdo horizontal. Suponha por absurdo que c € (a, b)
seja tal que u’(c) = 0 mas c ndo é nem mdximo nem minimo local (isto é, u é estri-
tamente crescente ou decrescente numa vizinhanga de c). Caso u seja estritamente
crescente em (x,c) para algum x € (a,c), aplicando a Proposigdo temos uma

contradigdo. (O caso de u ser estritamente decrescente é andlogo).

4. Um resultado andlogo ao da Proposigcao se obtem para fungoes em que Ly[u] < 0.

Basta aplicarmos a proposi¢ao a (—u) e obteremos um principio do minimo.

5. A condigao sobre a limitagdo de g é essencial. Para a conclusdo das Proposigoes

e A equagao

u”+g(x)u’ =0

com

-3/x sex=0
g(x) =
0 sex=0.

tem a solucdo u =1 —x*

10



1 Principio do maximo em uma dimensao

A Proposigdo1.3|¢é claramente violada no intervalo —1 < x < 1, uma vez que u tem
um mdximo em x = 0. A proposigdo[1.5)é violada em [0,1], uma vez que u’(0) = 0.
As conclusoes das proposigoes nao se aplicam, uma vez que g nao é limitada em

(0,1) (ver Fig[1.3)

10F

0.8}

0.6 |-

0.4+

0.2}

|
-1.0 -0.5 0.0

Figura 1.3: A funcdo u = 1 — x* nido obedece os resultados das Proposigdes|1.3|e

Vamos trabalhar agora com extensao da desigualdade diferencial das proposi¢des
anteriores
(L+h)[u]l=u"+g(x)u’+h(x)u >0 (1.1)

Nao podemos esperar resultados similares aos das proposi¢oes anteriores, uma vez
que exemplos triviais como u” + u = 0 tem solu¢des com pontos de maximo no seu
interior. Mesmo com h(x) < 0, ndo obtemos maximos apenas nos extremos. Por
exemplo, a equagao u” —u = 0 tem u(x) = —e~* — e*, que obtém seu valor maximo
(-=2) em x = 0.

Apesar de nao conseguirmos demonstrar um principio do maximo irrestrito, con-
seguimos mostrar que uma fung¢ao nao constante que satisfaz a Desigualdade
com h(x) < 0 nao pode obter um maximo nao negativo em seu interior. Comecare-

mos com uma observagoes simples para a extensao dos resultados anteriores.

Observagao 1.7 Se u satisfaz

(L+h)[u]>0comh<0

11



1 Principio do maximo em uma dimensao

entdo u nao pode obter mdximo nao negativo em seu interior. Suponha que c € (a, b) seja
ponto de mdximo de u. Entdao u’(c) =0, u”(c) < 0. Entdao h(c)u(c) > 0 pela definigao de
(L+ h)[u], de forma que u(c) <0

Para passarmos da desigualdade estrita (L+h)[u] > 0 para (L+h)[u] > 0 precisamos
fazer a mesma construcao da demonstracao da Proposigao bastando construir z
de forma que (L + h)[z] > 0.

Proposicao 1.8 Se u(x) satisfaz a desigualdade diferencial
(L+h)[u]l=u"+g(x)u’+h(x)u >0 (1.2)

em um intervalo (a,b) com h(x) < 0 e g e h sdao limitadas em todos os subintervalos
fechados de (a,b) e se u assume um mdximo ndo negativo M em um ponto interior c,

entdo u(x) =c.

Demonstragao: Seja u nas condi¢oes do enunciado. Suponha, por absurdo, que
existe d € (¢, b) tal que u(d) < M . Nosso objetivo sera construir uma fungao w(x) que
satisfaca (L + h)[w] > O tal que w tenha um ponto de maximo nao negativo em seu
interior, caindo em uma contradi¢ao gragas a observagao

Para tanto, construiremos primeiro z[x]| que satisfaz: z(x) <0sea<x<c, z(x) >0

sec<x<be(L+h)z]>0em (a,d). Com tal fun¢ao em maos, definiremos
w(x) = u(x) + €ez(x)

Onde
M —u(d)

z(d)

Assim teremos w(d) = u(d) + ez(d) < M, enquanto w(c) = M e w(x) < u(x) < M se

O<e<

a < x <c. Assim, w quando restrita a [4,d] atinge ponto de maximo nao negativo em

algum ponto interior. Mas note que
(L+h)[w]=(L+h)[u]+e(L+h)z]>0

Para todo x € (a,d), o que nos leva a uma contradigao.
Para completar a demonstragao, precisamos exibir uma fungao z com as caracteris-
ticas mencionadas. Considere z(x) = e**~°) — 1. E imediato que z(c) = 0, z(x) > 0 se

x>cez(c) <0sex<c. Quanto ao operador teremos:

(L+h)[z] = e*" (@’ + g(x)ar + h(x)(1 - e *0))

12



1 Principio do maximo em uma dimensao

Como e%*~¢) > 0, basta encontrar & que satisfaca a? + g(x)a + h(x)(1 — e~*(=9)) > 0,
Porém
a’ — alg(x)|+ h(x) < a®+ ag(x) + (1 — e ¥ Nh(x)

Logo a > %(—lg(x)l + \/M) é suficiente para garantir que (L+h)[z] >0 (o
que é sempre possivel pois ¢ e h sao limitadas e a raiz sempre existe uma vez que
h(x) <0) O

A proposigao ¢ uma clara generalizagao da proposicao Vamos ver que
uma fung¢ao obedecendo a desigualdade diferencial da proposi¢ao[I.8|também tem

um comportamento diferenciado em relacao a derivadas direcionais nos extremos,
estendendo o resultado da

Proposicao 1.9 Se u(x) nao constante satisfaz a desigualdade diferencial da proposicio
[1.8]e se u assume um mdximo ndo negativo em a e se a fungdo g(x)+(x—a)h(x) é limitada
inferiormente em x = a entdo u’(a) < 0. Se u tem um mdximo ndo negativo em b e se

2(x) — (b —x)h(x) é limitada superiormente em x = b entdao u’(b) > 0.

Demonstragao: Suponha que o maximo de u ocorre em a (u(a) = M) e que u(d) <M
para algum d € (a,b). Construimos z e w da mesma forma da demonstragao da
proposicao Como L[w] > 0 em (a,d), o maximo de w deve ocorrer em 4 ou em
d, mas w(a) = M >w(d), de forma que a derivada direcional de w em a nao pode ser
positiva. Assim w’(a) = u’(a) + €z’(a) < 0. Mas z/(x) = ae®*% e assim z'(a) = a > 0
de onde segue que u’(a) < 0. Falta mostrar que para essa z modificada vale que
(L + h)(z) > 0, mas basta escolher @ como fizemos na demonstracao da proposicao
O

Corolario 1.10 Se u(x) nao constante satisfaz a desigualdade diferencial (L + h)[u] >0
em (a,b) e é continua em [a,b] e se u(a) <0 e u(b) <0 entdao u(x) <0 em (a,b).
1.2 Principio do Maximo Generalizado

Continuamos explorando o problema de (L + h)[u] > 0, mas vamos remover a hip6-
tese de h ser nado positiva. Para isso considere w de classe C? em [a,b] e que satisfaz

w>0e (L+h)w]<0em (a,b). Se u =wv entao

(L+h)[u] = (L+h)[wv] = (wv)” + (wv) g+ (wv)h = (W'v +v'w)’

=wv+2wv +v"w+w'vg+wv'g + wvh

13



1 Principio do maximo em uma dimensao

=v(w”+w'g+wh)+2wv +v"w+wv'g
—w@” +v'(g+2w'/w)+v/w(L+h)[w]) >0

Como w >0
v’ +v(g+2w'/w) + v/w(L+h)[w] >0

Se escolhermos g,(x) = g(x) + 2w’(x)/w(x) e hy(x) = (L + h)[w]/w entao
v +v'g+vhy >0

Ou seja
(Lg, +ho)[u/w] >0

E podemos aplicar as Proposicoes e para a fungdo v = u/w. Isso porque
hy(x) < 0 e h e g sao limitadas em todos os intervalos fechados contidos em (a, b),
pois w foi suposta de classe C2.

Nosso problema agora vai ser encontrar uma funcao w que satisfaga as proprieda-

des exigidas. Para isso, suponha que
w=1-p(x—a)

Entdo w’'(x) = —2B(x —a) e w”(x) = -2

(L+h)[w)(x) = =2p-2p(x—a)g(x)+(1-p(x~a)*)h(x) = ~2p( 1+(x—a)g(x)+%(x—a)2h(x))+h(x)

Se supusermos g e h limitadas inferiormente, digamos por g > G e h > H, basta que
1+(x—a)G+ %(x —a)?H > 0 para todo x € [a,b]. Se considerarmos que h também ¢é

limitado superiormente, podemos escolher § de forma que

1 h(x)
2\1+(x-a)G+5(x—a)’H
Dessa forma teremos
(L+h)w]<0

E, se b—a é pequeno o suficiente, teremos w > 0 em [a, b]. Tendo construido w dessa

forma, podemos provar nosso principio generalizado do maximo:

Teorema 1.11 (Principio do Maximo Generalizado) Se u satisfaz (L+h)[u] >0, com

h limitada e g limitada inferiormente, para qualquer intervalo fechado [a,b] contido no

14



1 Principio do maximo em uma dimensao

dominio de g existe uma fungdo w com w > 0 e (L+h)[w] < 0 tal que a fungdo u/w satisfaz
os principios do mdximo das proposicies[1.8]e ou seja: Se u/w assume um maximo
ndo negativo M em um ponto interior ¢, entdo u/w é constante.

Além disso, u/w é nao constante e assume um mdximo nao negativo em a entio (u/w)’(a) <

0. Se u/w tem um mdximo nao negativo em b entao (u/w)’(b) > 0.

Observacao 1.12 Notamos que o Teorema nos garante que uma fung¢do u nas con-
digoes de seu enunciado nao pode oscilar muito rapidamente. Isso porque, se u > 0 e se
anula em a e em b entdo u/w tem um mdximo ndo negativo entre a e b e portanto o Teo-
rema seria falso a menos que a distancia entre a e b seja maior que um certo niimero € > 0
que depende de g e de h. Portanto, em todo intervalo de comprimento menor ou igual a €,
u tem no mdximo dois zeros, entre 0s quais é negativa.

Da mesma forma, se u/w viesse um minimo relativo, chegariamos a um absurdo substi-
tuindo u por —u e concluimos que os zeros de u estdo suficientemente espagados.

Se u nao constante satisfaz (L + h)[u] = 0 entdo o raciocinio anterior se aplica também
a —u e portanto em todo intervalo de comprimento menor ou igual a € tal u pode ter

somente um zero.

Corolario 1.13 Se u satisfaz (L + h)[u] = 0 e além disso u(a) = 0, entdo se a* for o
primeiro zero de u depois de a, entdao existe w nas condigoes do valida para todo
intervalo [a,b] com b < a*

Demonstracio: Considere z(x) = 2—e**~%), em que A ser4 determinada. Seja w(x) =
u(x)+e€z(x). Vamos escolher € suficientemente pequeno de forma que w > 0 em [a, b].

Entao

(L+h)[w] = (L+h)[u] +e(L+h)[z] = —ee (A% + Ag(x) + h(x)(1 - 2¢1 "))

S6 devemos tomar A > %. Uma vez que h é limitada, podemos escolher A grande
o suficiente de forma que A% + Ag(x) + h(x)(1 — 2¢e~*=@)) > 0, de forma que teremos
(L + h)[w] <0 e w esta nas condi¢oes do Teorema O

De agora em diante, dado a € R, chamaremos de conjugado de 4, denotado 4" em
relacao a equagao (L + h)[u] = f(x) como o primeiro zero maior que a da fungao u
que satisfaz (L+h)[u]=0e u(a)=0

15



1 Principio do maximo em uma dimensao

1.3 Unicidade do Problemas do Valor Inicial

O problema de valor inicial (PVI):
u”(x) + g (x)u’(x) + h(x) = f (x)

u(a) =y, u'(a) =y,

Tem solugao e unicidade garantidos pela teoria geral de EDO. Vamos mostrar que o
principio do maximo nos d4 uma garantia da unicidade da solugao. Sejam u; e u,

duas solugoes para o PVI. Entao v = u; —u, é tal que:

v”(x) + g(x)v'(x) + h(x)v =0

Ou ainda
(L+h)[v]=0

De forma que o teorema se aplica tanto a —v quanto a v.

Logo existe € > 0 (que depende apenas de g e de h) e uma determinada fungao
wy > 0 tal que se v/w; atinge maximo (positivo pois (v/w)(a) = 0) em seu interior,
entao é constante em [a,a + €]. Logo o maximo de (v/w) acontece em 4 ou em a + €.

O mesmo vale para (-v)/w;, que em a, v/w atinge maximo ou minimo. Porém

(v/w) = (v'w-vw')/w?

E, portanto, em a temos (v/w)’(a) = 0, e assim v é identicamente nula em [a,a+ €] e
portanto (v/w)’(a+ €) = 0 e podemos aplicar o mesmo raciocinio para [a + €,a + 2¢€].
Como € > 0 nao depende de a ou de b, vemos que todo intervalo pode ser coberto

dessa forma de onde v é constante e igual a zero.
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1.4 Unicidade do Problema do Valor de Fronteira com

Condicao de Dirichlet

O problema de valor de fronteira com condi¢ao de Dirichlet (PVFD):

u”(x) + g(x)u’(x) + h(x) = f(x) (1.3)
u(a) =y, u(b) =y, (1.4)

Nao podemos ter esperanca de achar uma unicidade irrestrita de solugdes, mesmo

com g e h limitadas. Por exemplo, a equacao
u"+u=0

Tem duas solugoes distintas u;(x) = sen(x) e u(x) = 0 que satisfazem u(0) = u(n) = 0.

Vamos tratar, entretanto, de alguns casos mais restritos:

1.4.1 h nao positiva

Se h <0, sejam u; e u; duas solucdes do PVF com as mesmas condigoes de fronteira

e seja v = u; — u,. Entao v satisfaz

v (x)+ g(x)v'(x) + h(x) = 0

Da proposigao[l.8|sabemos que se v ndo for identicamente nula, entdao v < 0 em (4, b).
Por outro lado, (—v) satisfaz a mesma condigao e portanto se v nao fosse identica-
mente nula v > 0 em (a,b), de onde segue que v = 0 e portanto u; = u, e o problema

a solugao é tnica.

1.4.2 Intervalos suficientemente pequenos

Se o intervalo for menor do que a distancia entre a e seu conjugado (isso é, se b < a*
Cf. Corolario e U] e U, sao solucoes do mesmo PVED, tome v = u; — u,. Pelo
corolario supracitado, existe w > 0 tal que v/w satisfaz o teorema em [a,b], de
forma que, como v/w(a) = v/w(b) = 0 entao (v/w)(x) < 0. De forma similar, aplicando

0 mesmo argumento para —v, concluimos que v é identicamente nula.
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1.5 Aproximacao no PVFD

Frequentemente é impossivel encontrar uma solu¢ao explicita para o PVFD (1.3),
porém existem alguns métodos para estimar o valor de uma fungao u que o satis-
faz de forma é conhecido um majorante para o erro. Tal aproximagao equivale a
determinar limites superiores e inferiores para os valores da solugao.

Seja u uma solugao do PVFD. Assumindo que as fun¢oes f,g e h sao limitadas e
h <0 em (a,b). Nessas circunstancias podemos usar a Proposigao de forma a
obter limites para o valor de u. Suponha que seja possivel encontrar duas fungoes

z1(x) e zp(x) que satisfazem:

Vx e (ab) (L+h)[z] < f(x) (1.5)
(L+h)[z2] > f(x) (1.6)
z1(a) 2 y1,21(b) 2 2 (1.7)
zp(a) < y1,22(0) < 2 (1.8)
Entao a fun¢ao vy (x) = u(x) —z;(x) é tal que
(L+h)[u]<0 (1.9)
vi(a)<0evy(b) <0 (1.10)

Aplicando a proposicao v1(x) < 0 em [a,b] e assim u(x) < z;(x) em [a,b]. Da
mesma forma, se v,(x) = z(x) — u(x) teremos v,(x) < 0. Assim

2(x) S u(x) < 21 (x)

Nosso problema agora se reduz a encontrar fungoes z; e z, que satisfacam as pro-
priedades esperadas. Isso é facilmente feito, basta que procuremos solugoes racio-
nais, polinomiais ou mesmo exponenciais. Isso é sempre possivel.

Suponha, por exemplo, que z; (x) = A(2—e~**~9), fixe o de forma que (L+h)[e~**~9)] =
(a? —ag+h)e =% > 0 em (a,b). Definindo

k = ming< <p[(a® —ag+h)e 9]

E escolha A de forma que

1

A = max [7/1; V2, Emaxaﬁxsb_f(x)' 0

18
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Dessa forma z;(x) satisfaz as propriedades desejadas. Da mesma forma podemos

construir z;(x), e com esse exemplo conseguimos

1
lu(x)| < 2max||y1l, |2l Emaanxsblf(x)l

Esse simples exemplo tem uma consequéncia importante na dependéncia das solu-
¢Oes de u em relacao as condigoes de fronteira e de f(x). Suponha que u seja solugao
do PVFD para f(x),y; e ¥, e que v seja solugao do PVFD para f,(x), ¥1, € ¥2,. Entao
w =u—v é solugao de

w”(x)+gw'(x)+hw=f - f, (1.11)
w(a)=y1-ywewb)=y2-yn (1.12)

E pelo nosso exemplo

1
w(x)l = [u(x) —v(x)| < 2max|[y1 =yl ly2 = y2ol pmaxeccspl f (x) = fo (x)]

Assim, desde que y; — Y15, V2 — Vv © max,<x<plf (x) — f,(x)| sejam pequenos, entao
lu(x) — v(x)| também serd. Ou seja, as solu¢des do PVFD depende continuamente de
f(x) e das condigoes de fronteira

Como exemplo do que foi desenvolvido até aqui vamos estimar o valor da solugao

de

u”—xu=0paral0<x<l1

u(0)=0,u(1)=1

Para x =1/2.

Vamos encontrar z;(x) e z,(x) de forma que (L + h)[z;] < 0 e z;(0) > 0 e z5(1) <
1. Se procurarmos uma funcao simples do tipo z;(x) = Ax? + Bx + ¢, entdo z;(x) =
(—3/4)x? +7/4x é tal que 2/ (0) =0, z;(1) =1 e (L+ h)[z;] = =3/2 + x(7x/4 - 3x%*/4) < 0
para 0 < x < 1 Da mesma forma, z,(x) = 1/10x? + 9/10x é tal que z,(0) = 0, z,(1) = 1
e (L+h)[z,] =1/5+x(9x/10 + x?/10) > 0 para 0 < x < 1.

Dessa forma 0.475 = z5(1/2) < u(1/2) < z5(1/2) = 0.6875 ou u(x) =~ 0.57125, que
esta suficientemente proximo da solucao verdadeira: 0.4726
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1.6 Oscilagcao e Teoremas de Comparacao

Vamos usar agora o principio do maximo para encontrar uma relacao entre diferen-
tes solucoes do problema
(L+h)[f]=0 (1.13)

Teorema 1.14 Sejam u e w duas solugoes de entdo dois zeros d w deve haver no

maximo um zero de u

Demonstragao: Sejam a e b dois zeros consecutivos de w, de forma que w tem um

sinal Gnico em (a,b). Sem perda de generalidade, suponha que w(x) > 0 em (a,b),

entao
u(x
v(x) = &)
w(x)
De onde
- w'w—uw’
R
e
y (Ww—uw”)w - 2w (u'w - uw’)
= —
Assim
22’ N 2w (uW'w—uw’)+w(gu'w— gu'w)
w w3
Mas
o 7 o 7
guw=-u'w—huwe gwu=-w"u—-hwu
Logo

w’ , 2w'(uww—-uw)+w(-u"w+w"u)
2—+glv = 3
w w

E assim v satisfaz a equacgao diferencial
wl

v+ (2— +g)v’ =0
w

Pelo primeiro principio do maximo (Cf. Prop|[1.3)), v nao obtem nem méaximo nem

minimo em (a,b), de onde temos duas opgdes:

1. v é constante e entao u(x) = kw(x) e u nao tem nenhum zero em (a, b)

20
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2. v nao possui maximo nem minimo, logo possui no maximo um zero em (a, b)

Com isso nosso resultado esta estabelecido. O
Vamos estudar agora como uma mudancga em h afeta a distancia entre os zeros da

solucao. Para isso, sejam u e w solugdes (respectivamente) das equagoes

(L+hy)[f]=0
(L+ho)[f]=0

Com h;(x) < hy(x) em [a,b]. Como na demonstracao do Teorema vamos supor

que w > 0 em [a, b] e definir v = =, chegando na seguinte equagao diferencial para v:
V4 w’ /
v +(2;+g)v +(hy—hy)v=0 (1.14)

Como todo zero de u também é zero de v, caso u tenha dois zeros, v também tera.
Porém, a fung¢ao nula também satisfaz a equagao e pelo nosso resultado refe-
rente a0 PVFD, v = 0 de onde u = 0. Dessa forma, se u é nao trivial, pode ter somente
um zero em (a, b)

Supondo agora que w(a) = u(a) = 0, entao, pela unicidade do problema de valor
inicial (PVI), devemos ter w’(a) # 0 e u’(a) # 0 (pois a funcao nula também satisfaz

essas duas propriedades). Ainda
u”(a)+g(a)u'(a) =w”(a) + g(a)w'(a) = 0

Portanto

= e =@ (1.15)

u’(a)
w'(a)

Vamos calcular v(a) = lim,_,, % =

(pela regra de L'Hopital). Sem perda de

generalidade, supomos v(a) > 0, calculando v’(x) = lim,_,, w(x)”’(fu);(i;’c)w’(x). Usando
duas vezes a regra de L'Hopital e a relacao obtemos v’(a) = 0.

Se houvesse x( € (a,b) com v(xy) < v(a) teriamos, pela proposi¢ao que v’(a) <0,

uma contradi¢ao. Portanto em [a, b] vale

0<v(a) <v(x)
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Dessa forma u(x) = 0 em (a,b). Se u(b) = w(b) = 0 chegariamos da mesma forma que
u(x) # 0 em (a,b). Se temos w(a) = w(b) = u(a) = u(b) = 0 pelo raciocinio anterior
chegamos que v deve ser constante e portanto hy = h,

Com isso chegamos no

Teorema 1.15 Se u e w forem solugoes das equagoes
(L+hy)[u] = O(L + ha)[w] =0

Com hy > hy, entao, se w(x) = 0 em (a,b), entdo u pode ter somente um zero no intervalo

fechado [a, b], a menos que w(a) = w(b) =0, hy = h, e u(x) = kw(x).

Nosso teorema pode ser expandido com algumas restri¢oes auxiliares. Primeiro,
suponha que u é solu¢ao de (L; + hy)[u] = 0 sendo L [u] = u” + gyu. Suponha que g
seja de classe C! e seja g, outra funcao de classe C!. Considere a fungao

‘I}(X) = u(x)e%fax[gl(y)_gﬂy)]d}/
Repare que

X
a

v (x) = u’(x)e%j (&1)-g0)dy | %u(x)(gl(x) _gz(x))e%f;[&(}))—gz(y)]d}f
” L 1 (g (p)- L 1 (e (p)- , )
V"(x) = et RSO0 (g (r) gy () ulx] + 5t KOO8y ) g () - g3 )+
e%fax[gl (V)—gz(lf)]dy(gl (x) — gz(x))u,(x) + e%Jux[gl (y)_gZ(y)]dyu”(x)
Se H(x) = 5[g5(x) — & (x)]+ §[82(x)> — g1(x)*] + Iy [x], entdo
v (x)+ g (x)v'(x) + H(x)v(x) = 0
Como u e v possuem os mesmos zeros, se w for uma fungao satisfazendo:

(Lo +ho)[w] =0

Com L,[w] = w” + gow entao, se hy(x) > H(x) o teorema se aplica para v e para
w e portanto é possivel comparar os zeros de w e de u:
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Teorema 1.16 Se u(x) e w(x) forem solugoes de

u” (x) + g1 (x)u’(x) + hy (x)u(x) = 0

w”(x) + & (x)w’(x) + h(x)w(x) = 0

2 4

Entdo, se w(x) # 0 para todo x em (a,b), u(x) tem no mdximo um zero em [a,b], a menos

que w(a) = w(b) = 0, hy(x) — 1g3(x) — g ()] = Iy (x) - 1] (x) — Lgr (0% € u(x) =
kw(x)e% I, [810)-g2(9))dy

(82l 2 I ()~ 51 (0) 1l ()

Temos o seguinte corolario interessante do Teorema [I.16}

Corolario 1.17 Se u é uma solucdo de
(L+h)[u]=0

com ) )
h(x) - 58/ (x) - 7 [g(x))* <M
2 4
Para alguma constante M, entdo a distdncia entre os zeros de u(X) é pelo menos 1t/\M.

Se

(x) - 58'(0) - 78(x)> 2 M’ >0

Entao a distdncia entre zeros consecutivos de u(x) é no mdximo 17/NM’

Demonstracio: Seja w = Sen[VM(x — a)]. Entdo w satisfaz a equacio
w’ +Mw=0
Ou seja, € solucao do operador
(L2+&)[w] =0
Com Lyjw]=w"e g(x)=M

Se h(x)— %g’(x) — }L[g(x)]2 < M entao o Teorema se aplica. Se tomarmos a com
u(a) = 0 entdo o préximo zero de u esta depois de a + 7/VM O
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1.6.1 Exemplos de Aplicacées a Operadores Lineares

1. Todas as solugdes de u”’(x) + (1 + e ™*)u(x) = 0 (para x > 0) tem infinitos zeros

Nesse caso h(x) = (1 +e7),g(x) = 0. Temos h(x) > 1 de forma que h(x) tem pelo

menos uma raiz em cada intervalo de comprimento maior que 7
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2.1 Laplaciano
O operador de Laplace (ou Laplaciano) é definido por
Defini¢ao 2.1 [Laplaciano]
A: CHQ) - CF2(Q) (2.1)
Au = iDii” =divDu (2.2)
i
Defini¢ao 2.2 [Func¢ao Harmonica, Sub-harmonica e Super-harmonica] Dizemos que
u € C*(Q)) é Harmonica (Sub-harmoénica , Super-harmonica) se
Au =0(Au>0,Au <0)

Usando o Teorema do Divergente (Cf. Teo|0.4) provamos os nossos primeiros fatos

sobre o operador Laplaciano

Proposicao 2.3 Seja Q) e n nas condigoes do Teorema Se u € C*(Q) entdo

j Audx:J. Du-nds:f a—uds
Q 0Q a0 on

A demonstragao segue diretamente do fato que Df - n = g—f
n

Teorema 2.4 (Desigualdades do Valor Médio) Se u € C?*(Q) (Q dominio) satisfaz
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2 Principio do Maximo para EDPs Elipticas

Au =0 (Au>0,Au <0) em Q, entdao para qualquer bola B = Bg(y) CC Q) temos

na)anl 0B
1
=(><
)= (29— | uds

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Demonstragao: Sejay € (J e R € R tal que Br(y) cc Q. Para p € (0,R). Vamos

aplicar a proposigao|[2.3| para obtermos

Fazendo uma mudanga de coordenadas parar = [x—y|e w = @, com u(x) = u(y+rw)

temos

du J‘ u
——ds= —(y+pw)ds =
LBM on 9B,() O

Mas ds =" ldwe e em Bp(y), pr-l = p”_l assim

Ju _ ou
f a—(y+pa))ds =p" lj —(y+pw)dw
IB,(y) o7 |

w|=1 ap
_ é‘J‘ 40 -
=p" 1= u(y + pw)dw) = p" 1 =—[p! ”J uds)
9P Jjwl=1 ye T 9B,(y)
=(2,2)0

Portanto, como a ultima expressao é independente de p, para 0 <p <R

pl_”J uds :R”_lj uds
9B, () JBRr(y)

Ainda

min {u(x)}np" ' w, < f uds < max {u(x)}np" ' w,
x€Bpy 9B,(y) x€Bpy

De forma que

lim pl_”f uds = nw,u(y)
p—07" 9B, (y)
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2 Principio do Maximo para EDPs Elipticas

De onde temos

1
nw,u(y) = (2,<)5— J uds
R JoBay)

De onde segue a nossa primeira relacao.

Para a segunda relagao, veja que, para todo p <R
" nw,u(y) = (Z,S)J uds
aBp(y)

Integrando em relagao p de 0 a R:

R
w,R"u(y) = (Z,S)J J udsdp = j udx
0 J3dB,(y) B
O

Da nossa desigualdade do Valor Médio, vamos derivar o principio do maximo (e

do minimo) para fun¢oes sub-harmonicas (super-harmonicas):

Teorema 2.5 (Principio do Maximo para Fung¢des Sub-Harmoénicas) Suponha u € C*(Q),

u € C(Q), Q dominio limitado, satisfaca Au > 0 em Q). Entdo, se ponto de maximo de u

em Q) é atingido em (), u é constante.

Demonstragio: Suponha que Au > 0 e seja M o maximo de u em Q. Seja Qy =
u '[M]N Q. Como u é continua, Q) é fechado em relagio a (. Seja z em Q,,
aplicando a desigualdade do valor médio (Cf. Teo para a funcao u — M (que é

sub-harmonica) em uma bola B cC Q) de raio R centrada em z temos:

= — < — <
0=u(z) M_wanL(u M)dx <0

E dai segue que u = M em B. Assim ()); € um conjunto aberto em () e portanto,

como Q) é conexo:Qy; = Q) O

Corolario 2.6 (Principio do Minimo para Fun¢des Super-Harmonicas) Suponha u €
CZ(Q), ue C(ﬁ), Q dominio limitado, satisfaca Au < 0 em Q. Entdo, se o ponto de mi-
nimo de u em Q é atingido em Q, u é constante.

Corolario 2.7 (Principio do Maximo para Fung¢des Harménicas) Suponha u € C*(Q)),

u € C(Q), Q dominio limitado, satisfaca Au = 0 em (). Entdo, se u atinge ponto de mi-

nimo ou de mdaximo em (), u é constante.
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2 Principio do Maximo para EDPs Elipticas
Corolario 2.8 Suponha u € C*(Q), u € C(Q), Q dominio, satisfaca Au = 0 entdo

infu <u(x) <supu, x € Q)
Q 20

2.1.1 Unicidade para Equacao de Laplace e Poisson com

Condicao de Dirichlet

Seja (3 um dominio e f uma fung¢ao continua em Q, as equagoes de Laplace e Poisson

sao respectivamente

Au=0 (2.6)
Au=f (2.7)

Dada uma fung¢ao g continua em dQ, se Q é limitado a condigao de Dirichlet é
u(x) = g(x),Vx € 9Q (2.8)

Teorema 2.9 Sejam u,v € C*(Q)N C(Q) satisfazendo Au = Av em Q e u = v em JQ.
Entao u =v em Q

Demonstra¢ao: Tome w = u —v. Entdo Aw =0, w = 0 em JQ e segue do Corolario
O

Exemplo 2.10 (Potencial de Coulomb) Vamos determinar as solugdes da equagdio de

Laplace em R ™\ 0, isso é, as solucdes onde u(x) = u(r), para r = ||x||*
2 1,2

—x? .
=+. Assim

. - . x°
Para tais fungées D;u = u’(r)*t e portanto Dj;u = u”(r)% +u'(r)—

Logo, tudo se reduz a resolver a EDO de sequnda ordem em r. Se k,k’ € R
Sen=1asolucio é u(r)=kr+k’
Se n=2asolugdo é u(r)=kLog(r)+k’

Sen> 2asolu§d0é—Ln_2+k’
r

(n-2)
Se u(x) = ||x||?® entdo Dj;u = 2e|x||**[||x||* - le? + 2ax1-2] e assim

Au = 2a|||x|I** 2 (n -2 + 2a)

Como ||x|| > 0 entao o sinal de Au é 0o mesmo de a(n—2+2a). Se a =0, u é constante
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e logo harmonica. Se a = 1 - %, entdo u é harménica. Os casos para u sub-harmoénica e

super-harmonica seguem dessa andlise homologamente.

2.2 Operadores Elipticos de Segunda Ordem

Dizemos que L é um operador diferencial de segunda ordem se

L: C*(Q)— C(Q) (2.9)
n
L= Zoci]-Dij+[3’iDiu+7/ (2.10)
i,j=1
Onde a;; sao fungdes de QY a R.
Por exemplo, se Q C R 2
9? 9° 0? 0?

0
L=a11ﬁ+algaxay + anq ay8x+a228—y2+ﬁ1£+ﬁ2a—y+')/

Como porém o %{;x = % (pois o dominio sdo as fun¢des C*(QQ) entdo
0? 9° J?
L= 0!118—)(2+(0112+0621)ax8y +a228y2 +ﬁ1§+ﬂ28_y+7/

Dessa forma, se definirmos 4;; = %(ocij + aj;) podemos reescrever a definigao de

operador diferencial de segunda ordem por

n
L= ZaijDij +[j’iDiu+7/, ai]- = a]'i, Z,] =1,2,...,n (211)
i,j=1

Dado o operador diferencial de segunda ordem L, chamaremos de parte principal

de L o operador

n
L= ZaijD,-j ai]-:aj,-, i,j:1,2,...,n (2.12)
i,j=1
Ar = [a;;] a matriz (simétrica) associada a L. Dizemos que L € eliptico em x € Q se

a matriz Ay (x) é definida positiva. Isso equivale a dizer

(€1, €)AL(X)(EL,- .. e0)T >0
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ou ainda, existe uma func¢ao y de () tal que

n

Zaij i)Y € (2.13)

i,j=1 i=1

=

Para todas as n-plas de nameros reais (¢q,...,€,). Dizemos que L é eliptico em Q se
L for eliptico para todo x € Q) e diremos que L ¢ uniformemente eliptica em () se L
for eliptico em Q) e se existir py € R tal que u(x) > pg para todo x € Q).

Vamos mostrar agora que a Elipticidade de um operador nao é afetada por opera-

dores ortogonais

Teorema 2.11 Se L é um operador eliptico em relagdao a base candonica do R ", efetuando

uma mudanga de coordenadas ortogonal C, L continuard eliptico e ainda nessa nova base

n 82
Lc= byy=——— (2.14)
c k; oy,
n
Com by = Zﬂijckiclj (2.15)

i

Demonstragao: Uma vez que v, = Cijo aplicando a regra da cadeia para D;; obtemos

n 82
D;j = Z CkiClj5—=—
Py kY

Ou seja,

Assim, se by = Z?,j:l aijCkiClj

Z o 9?k33/z

k1=

A elipticidade segue prontamente da definicdo. Ainda, a quantidade u(x) é pre-
servada e, caso o operador seja uniformemente eliptico, depois da transformagao

permanecera uniformemente eliptico. O
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2 Principio do Maximo para EDPs Elipticas

Notamos que, se um operador de coeficiente constantes é eliptico no ponto x,
transladando x( a yy por uma transformacao ortogonal, vemos que L é eliptico tam-
bém em y, e portanto em todo R ".

Se L for um operador eliptico de segunda ordem a coeficientes constantes (a;; sao
funcoes constantes), entao, é um fato conhecido da algebra linear que a matriz A,
pode ser diagonalizada. Como A, é positiva definida, podemos garantir ainda que
todos os elementos da diagonal sao positivos. Escalonando as novas coordenadas

por um fator apropriado, podemos transformar £ de forma que que

n

82

=)oz
i=1 1

Ou seja, podemos transformar £ em um Operador de Laplace.

Por exemplo, se £ for o operador

L= 5D11 + 4D22 + 3D33 + 4D12 + 4D23
520

A matriz associadaa Lé| 2 4 2

0 2 3
Para diagonaliza-la, vemos que os auto-vetores da matriz sao (2,2,1), (-2,1,2) e

(1,-2,2) e os auto-valores associados sao 7,4 e 1. Normalizando os autovetores e

escrevendo a matriz de mudancga de base C dada por

2 2 1
3 3 3
-2 1 2
3 3 3
r 2 2
3 3 3
Temos 5 5 5
d d 2,
EC =7 2 +4 2 + 2
dy;i  dy; 9y
Se tivessemos utilizado o operador:
2 2 _1

W=

8}
N

&8}

O\I>—l$

g

8}

[SSIIN) wl»—lﬁ
N

W[
|
[SS[N}
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2 Principio do Maximo para EDPs Elipticas

Teriamos

22 9% 92
= + +
azf (92% 82§

Inspirado nesse exemplo, temos o seguinte teorema:

Lp

Teorema 2.12 Um operador diferencial de sequnda ordem L é eliptico no ponto x se, e

somente se, existe uma transformagao linear

n
Zp = dejxj, k=1,2,...,n
j=1

tal que no ponto x(, L se transforma no operador de Laplace nas coordenadas {z;}

Demonstragao: Seja A(xy) a matriz associada a £ no ponto x;. Como A(x() é simé-
trica, existe uma matriz C = (¢;;) (cujas linhas sao os auto-vetores da matriz A(xg))
tal que a matriz B = (b;;) da equagdo ¢ uma matriz diagonal nas coordenadas

Wi, v}
Ainda B = (byy) onde by sao os autovalores de A(x(). Entao para qualquer n-pla

1= (11500 1n)
Z b = Zbkkﬂf 2 p(xo) Zﬂf
k=1 1

k1=1 k=
Ou seja, todos os auto-valores de A(x() sao reais e positivos. Além do mais, se L nao
fosse eliptica em x, tal desigualdade nao seria valida para nenhum numero positivo
1(xo), pois caso contrario C~! levaria a uma desigualdade com o operador L original.
Assim, se L nao for eliptico, pelo menos um de seus autovalores é nao-positivo.
Supondo que £ tenha sido diagonalizado em x,, introduzindo uma mudanga de

——peemx
bk

coordenadas z; =
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2.3 Principio do Maximo Fraco

Teorema 2.13 (Principio do Maximo Fraco) Seja L um operador eliptico em um do-

minio limitado () que satisfaz:

Lu>0, h=0em Q (2.16)

M < by Para algum by € R (2.17)

plx)
com u € C2(Q)N C(Q). Entdo o mdximo de u em Q é atingido em 9Q)
Demonstragao: Nossa condigao para elipticidade de L (Equacao [2.13) nos diz que
a1 > p(x). Entao, se y for uma constante suficientemente grande:
Le¥™ = (y2ay; + yby)e?™ > A(y? = yby)e?™ >0

Logo, para todo € > 0, L(u + €e?*1) > 0 e assim

sup(u + €e?!) = sup(u + ee?™)
Q 2Q

E assim, tomando o limite quando € — 0 temos

supu =supu
Q 20

U

Note que trocando u por —u obtemos um principio do minimo fraco. Seja u* =

maxu,0. Considere Q" C Q) onde u > 0. Entdo, se Lu >0, } a;;D;ju+} p;Dju >

—hu > 0 em Q" e portanto o maximo de u on Q" deve ser atingido em dQ* c JQ),

assim temos:

Corolario 2.14 Seja L um operador eliptico em um dominio limitado () que satisfaz:

Lu>0, h<0em Q) (2.18)

|Bil
—— < by Para algum by € R 2.19
u(x) 0 8 0 ( )
(2.20)
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2 Principio do Maximo para EDPs Elipticas

Entao
supu <supu’
Q 9Q
Se Lu = 0 entao
sup |u| = sup |u| (2.21)
Q 2Q

Com isso obtemos prontamente unicidade para Lu = 0 com as condi¢oes de Diri-
chlet:

Teorema 2.15 Seja L um operador eliptico em um dominio Q2 com h < 0. Suponha que
u e v sdo fungdes em C2(Q) N C(Q) entdo, se Lu > Lv e u < v em dw entdo u < v em Q.

Em particular, se Lu = Lv e u = v em dQ entdo u = v em Q)

Demonstragcao: Tome w = u — v, entao, pelo corolario como Lw>0ew<0
em JQ), temos que supynw' = 0 e portanto supyw < 0, e assim para todo x em Q
w(x) <0, de onde temos que # <v em (). O

2.4 Principio do Maximo Forte

Proposicao 2.16 Suponha que L seja uniformemente eliptico, h=0e Lu > 0 em Q. Se
xoBdQ é tal que

u é continua emx
u(xg) > u(x)Vx € w
Xg € aB,B cQ

Entdo, se n for o vetor unitdrio que aponta pra fora de dQ em x

%(xo) >0 (2.22)

Se h <0 e h/u é limitado, a mesma conclusdo segue desde que u(xy) > 0. Se u(xg) =0a

conclusdo segue independente do sinal de h.

Demonstracgao: . Seja B = Bg(y) C Q tal que xo € dB Para 0 < p < R seja a funcao
-ar —aR?

v(x)=e —e

E r =|x—-y|>p e @ uma constante que sera determinada.
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2 Principio do Maximo para EDPs Elipticas

Note que

Lv = e‘“’z[

4a’a;j(x; - v;)(xj - vj) - 2a(az; + Bi(x; = v;))] + hv

> e " [4a u(x)r? —2a(a;; +|blr) + hl,b = (By,.... )

Como a;;/p e |b|/p e ¢/u sao limitadas, podemos escolher a grande o suficiente tal
que Lv > 0 em toda a regido anelar A = Br(y) — B,(y). Uma vez que u — u(xq) < 0
em JB,(y) existe uma constante € > 0 para a qual u —u(xy) + ev < 0 em JB,(y).
Essa desigualdade também ¢é satisfeita em dg(y) quando v = 0. Logo temos L(u —
u(xg) +€v) > —hu(xy) >0em A e u—u(xg)ev < 0 em JdA. Pelo corolério temos
u—1u(xp)+ev<0em A. Tomando a derivada normal exterior em x,; obtemos

du dv

%(xo) > —e%(xo) =—ev'(R)>0

Se ¢ tem sinal qualquer e u(xy) = 0 0 mesmo argumento continua valido se L é

trocado por L —c* O

Teorema 2.17 (Principio do Maximo Forte de E.Hopf) Suponha que L seja uniforme-
mente eliptico, h = 0 e Lu > 0 em um dominio Q). Entdo, se u atinge um mdximo no
interior de ), u é constante. Se h < 0 e c¢/u é limitado, entdo u nao pode atingir um

maximo ndo-negativo no interior de () a ndo ser que seja constante.

Demonstragao: Assuma que u € nao-constante e atinge um maximo M > 0 no in-
terior de (), entdo o conjunto (O~ no qual u < M satisfaz Q™ c Q e Q™ NQ = 0.
Seja xo um ponto em Q~ tal que d(x(, dQ7) < d(x(, dQQ) e considere B a maior bola
possivel tal que B € O~ tendo x; como centro. Entao u(y) = M para algum ponto
y € dB enquanto u < M em B. Pela proposicao Du(y) # 0, o que € impossivel

para um maximo interior como . ]
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