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Resumo

Usando o teorema de Lo$, examinamos a demonstragdo de Scott da
incompatibilidade do Axioma da Construtibilidade e da existéncia de Car-
dinais Mensurdveis

1 Ultrafiltros

Dado um conjunto I, dizemos que U C P(I) é um ultrafiltro principal de I se,
para todos A, B C I temos

1. Se AeUe AC Bentdao BeU
Se AcUeBeUentao ANBeU
0¢U

Se A¢Uentao I\AecU

A

U={XCI|ye€ X} paraalgumy € [.

Um subconjunto satisfazendo as propriedades 1 a 3 é chamado de filtro, se
satisfizer também a propriedade 4, de ultrafiltro. Um ultrafiltro nao-principal é
um ultrafiltro que néo é principal.

Dizemos que um conjunto X tem a propriedade da interseccao finita se para
todo H C X finito temos (| H # 0. E imediato verificar que todo filtro tem a
propriedade da intersecgao finita.

Proposigao 1. Se A é uma familia de subconjuntos de I com a propriedade de
interseccao finita, entao existe um filtro F' que contém A

Demonstragio. Seja F'={X C I | existe H finito ndo vazio, H C Ae (H C
X}. Na defini¢ao de filtro (1) é imediato, (2) segue da propriedade da intersecgao
finita e (3) da exigéncia que H seja ndo vazio. Se X € A entdo H = {X} é
finito e portanto X € F, o que mostra que A C F. O

Proposicao 2. F é um ultrafiltro ndo principal sobre I se e somente se (| F = ()



Demonstragio. Se (1 F = 0 entdao F nao pode ser um ultrafiltro principal. Por
outro lado, se F' é um ultrafiltro néo principal, suponha que (VF =Y C I. Se
x €Y entdo ou {z} € F de forma que Y = {z} e F é principal ou I \ {z} € F
de forma que x ¢ Y. De todas as formas chegamos a uma contradigao. O

Corolario 1. Se I € finito, todos os ultrafiltros sobre I sao principais
Demonstragdo. Basta notar que (| F € F e usar a proposicao anterior. O
Corolario 2. Se F' é um ultrafiltro principal entdo (F = {a}

Demonstra¢do. Se F' é um ultrafiltro principal sabemos pela proposicdo 2 que
N F # 0. Suponha que {z,y} C (| F ez #y. Como F é ultrafiltro, ou {z} € F
edai F ={z} ou I\ {z} € F de forma que x ¢ [ F, absurdo. Assim (| F é
unitario. O

Proposicao 3. Se F' for um filtro em I entdo X NY € F se, e somente se
XeFeYckF

Demonstragao. Para a ida basta notar que X D X NY eY D X NY. A volta
é imediata. O

Diremos que um Ultrafiltro U sobre I é uniforme se todo A € U tem a
mesma cardinalidade de I. Ainda, diremos que U é a-completo se toda familia
F ={Xc:e< B} com S < a de elementos de U é tal que (| F € U. Se U nao
for a-completo serd a-incompleto. Um ultrafiltro N; — completo sera chamado
de o-completo.

2 Ultraprodutos

Se L for uma linguagem de primeira ordem com apenas um simbolo de predi-
cado bindrio € e {M,};cr for uma familia nao vazia de estruturas nessa lingua-
gem com dominios M;, se F for um filtro em I podemos considerar o conjunto
[1;c; Mi quocientado pela seguinte relagao de equivaléncia:

(Ti)ier = Wi)ier & {i€l:xi =y} €F

E consideramos a relagao €M em M = [[ M;/ = €M definida por

[(z)ier] €M [(Wi)ier) @ {i €Tz €My} e F
Onde [(x;);c1] representa a classe do elemento (2;);e;.

EJW

Proposigao 4. A relacdo estd bem definida

Demonstragdo. Sejam (x;)icr, (Yi)ier, (Wi)ier € (2i)ier elementos de [[;c; M;
tais que [(z;)ier] = [(2i)ie1] e [(yi)ier] = [(wi)ier], entao, se J = {i € I : z; €™
yy e FysejaG={iel:z;=2z}eH={iel:y =z} Emvista das
igualdades acima G € F' e H € F, de forma que JNG N H € F. Porém,
K={iel:z cw;} D>JNGNH e portanto como F é filtro, K € F. O



Com a relacdo € em maos, definimos a estrutura M com dominio M, o

chamado produto reduzido da familia (M;);c; com relacdo ao filtro F. Se F' for
um ultrafiltro, chamamos M de ultraproduto. A propriedade mais importante
dos ultraprodutos vem do seguinte teorema:

Teorema 1 (Teorema de Los). Se M for o ultraproduto da familia (M;);c1r em
relacdo a um ultrafiltro U e se ¢ for uma formula de L entao

ME ¢([($i)iel]a RN [(Zz)zel]) = {’L el: M;E (]5(1'“ .. 722)} eU

Demonstra¢do. A indugao segue na complexidade de ¢. Se ¢ for v, = v, entao

ME [(xi)iej] = [(yi)iej] = {Z el:ux :yi} eU
@{ZEIMZ’:.’EZ:@/Z}QU

Se ¢ for v, € v, entao

ME [(zi)ier] € [(yi)ier] & [(i)ier] €™ [(vi)ier] &
licl:z;eMiylecUs ficl - MiEx; ey} €U
Isso cobre o caso das férmulas atomicas (note que todos nossos termos sao
varidveis). Se ¢ é ¥ A £ entao
MEpe MEYPAMEE
sf{iel  MiEyteUAN{iel : M;EEeU
Pela proposigao 3
sliel : M;EYIN{iel MES eUs{iel: M;EypNELEU
Caso ¢ seja =) entdao
MEPS MEY
s{liel :M;Ey} ¢U
Mas como U ¢ ultrafiltro
s{iel:M;Ew}eU

Por ultimo, se ¢ for Izt entdo, se M E ¢, existe x = [(2;)ier] tal que
ME ¥(x), isso é, {i € I : M; E ¢(x;)} € U e portanto como {i € I : M; E
W(x;)} C {i € I: M; E Iz}, temos que o tltimo conjunto estd em U.

Se E={iel: M;E Jzyp} € U, usando o axioma da escolha podemos
tomar x € [[M; tal que x = (x;);er e para cada ¢ € E temos M; F ¢(x;).
Portanto, M F 1(x) e assim M F Jxip. O

Corolario 3. Se M = (M,¢) for uma estrutura e Ult for o ultraproduto da
famdlia (M);e; em relagdo a um ultrafiltro U, entdo Ult E ¢ <& M E ¢ para
toda sentenca ¢.

Demonstracao. Esse é o caso especial do teorema anterior quando todas as
estruturas sao iguais e a férmula ¢ é apenas uma sentenca. Nesse caso, o
conjunto {i € I : M; E ¢} é I ou () e dessa forma o resultado segue. O



3 Axioma da Regularidade e Rank

Estaremos interessados em tomar o ultraproduto de todo o universo conjuntista
(V') e para isso precisaremos definir uma relacao de equivaléncia em uma classe
prépria, a construcao que usaremos usa o axioma da regularidade e a fungao
rank.

Definimos a hierarquia cumulativa dos conjuntos por indugao transfinita:
Vo=0,Vor1=P(Vy) eV, = U5<a V3 se a for um ordinal limite.

Proposigao 5. Para todo x existe o ordinal tal que x € V,

Demonstracdo. Suponha por absurdo que a proposi¢ao nao seja valida e consi-
dere x o elemento e-minimal (aqui o axioma da regularidade se faz essencial) tal
que x ¢ V,, para todo . Isso é, para todo z € x, z € |, Vo mas x ¢ |, V. As-
sim, z C {J,corg Va- Pelo axioma da substituicao, existe v tal que z C Ua<'y Vs
logo x € V1. Absurdo.

Tendo em vista a proposi¢ao acima, a cada x podemos associar rank(x), o
menor ordinal « tal que z € V,41. Dada uma classe C, podemos considerar

C'={zx e C:Vz e CC(rank x < rank z)}

Como cada V,, é um conjunto e C’ C V,, para o menor « da forma rank(z)
para z € C, entdo C’ é um conjunto (e ainda, se C' é nao vazio, C’ é ndo vazio).

Dada uma relacao de equivaléncia = em uma classe C', podemos da mesma
forma denotar a classe de equivaléncia de um elemento x € C' por

[]={yeC:y=xAVz(z =2 — rank y < rank z)}

4 Cardinais Mensuraveis

Um ndmero cardinal x é dito mensuravel se existe uma fungao (medida) p :
P(k) = {0,1} que satisfaz:

) 1(0) =0 p(k) =1

i) XY= uX)<uy)
)
)

1

iti) p({a}) =0

iv) Se X, séo dois a dois disjuntos e | X,| < k entdo

( U Xo) = Z w(Xa)

a<A a<A

Vamos apresentar outra caracterizacao dos cardinais mensuraveis:



Proposigao 6. Se k € um cardinal mensurdvel entdo existe um ultrafiltro nao-
principal k-completo sobre K

Demonstragdo. Basta tomar U = p~!(1). A propriedade 1 da definigao de
ultrafiltro é trivial, devido a propriedade il de cardinais mensurdveis. Ainda, se
A,B €U entao u(A) = u(B) =1lel = pu(k\AUA) = u(k\ A)+p(A) e portanto
w(k\ A) =0 e também p(x \ B) = 0. Pela propriedade iv, u(k \ (AN B)) =0
e portanto u(A N B) = 1 o que prova que AN B € U, e a propriedade 2 de
ultrafiltros estd satisfeita. A propriedade 3 é trivial. Para a propriedade 4, se
A ¢ U entao p(A) =0eentdo 1 = pu(k\ AU A) = pu(x \ A) + p(A) e portanto
k\ A € U. Se U for ultrafiltro principal, pelo coroldrio 2 (U = {a} e logo
{a} € U, absurdo. Assim U é ndo principal.

Seja agora F uma familia de elementos de U de cardinalidade § < k. Pela
propriedade iv, u(U,<sr \ Xa) = >, csu(s \ Xa) = 0 e portanto u(x \
Na<p Xa) = 0 e portanto (N, 5 Xo € U. O

5 Ultraprodutos no Universo

Seja S um conjunto e U um ultrafiltro em U. Seja F' a classe de todas as fungoes
com dominio em S. Na classe F' defina a seguinte relacao de equivaléncia:

f=ge{zesS:flx)=gx)}eU
fergef{zeS: flz)eglx)}elU
Usando a funcao rank, a classe de equivaléncia de uma funcao f serd escrita
como
[fl={geF:g="fAVh(h="f — rank g < rank h)}

Da mesma forma como na Proposicao 4, a relagdo €* estd bem definida para
elementos de M = F/ =*. De fato, Ult é o ultraproduto da classe de todos
os conjuntos V' indexado pela familia S sobre o ultrafiltro U. Nesse contexto o
teorema de Los também se aplica e temos

Corolario 4. Se ¢(x1,...,x,) € uma férmula na linguagem da teoria dos con-
Juntos entao

UltF ¢([f1]77[fn]) A {.’E €S5: ¢(f1(x)aafn(x))} ev

Também como corolario do Teorema de Lo$, a fungdo j : V. — Ult que
associa a x a fungao constante igual a x é uma imersao elementar de V em Ult,
isso é

VE®(x1,...,2,) © Ult E ¢([jai], ..., [jan])

Lembramos que uma estrutura (cujo dominio pode ser uma classe) para a

teoria dos conjuntos (M, €*) é dita bem fundada se

e Todo conjunto nao vazio x C M tem um elemento €* minimal



e Para todo z € M,ext(z) = {z € M : z €* z} é um conjunto.
Lema 1. Se U € um ultrafiltro o-completo entao (Ult,e*) € bem fundado

Demonstrac¢do. A segunda condi¢ao para boa fundagao é satisfeita pois U é um
ultrafiltro:
[f] S Ult = [f] - ‘/Tankf

E pelo axioma da regularidade, [f] tem um elemento € minimal que serd um
elemento €* minimal.

Suponha agora que a primeira condigao nao seja satisfeita e seja fo, ..., fn,- ..
uma sequéncia em Ult tal que f,, € fn4+1. Assim, por defini¢do os conjuntos

Xn = {x €s: fn(x) € fn+1(1’)} ev

Como U é o-completo, (| X,, € U e portanto se x € [ X,, temos que f,(z) €
frn+1(z) para todo n € w e portanto conseguimos uma sequéncia sem elemento
€ minimal, absurdo. O

Pelo Teorema do Colapso de Mostowski, todo modelo bem fundado é iso-
morfo a um modelo transitivo. Seja (Ult*,€*) o dnico modelo transitivo iso-
morfo a Ult e considere que a imagem de [f] pelo isomorfismo é f*. Assim
como Ult, existe uma imersao elementar k de V em Ult*. Como k é elementar,
para todo nimero ordinal o de V| k(«) é um ordinal e ainda se o < 8 entéo
k(o) < k(B). Dessa forma a < k(a) para todo a.

Suponha agora que exista um cardinal x mensurédvel, escolha S = k e pela
proposicao 6 existe um ultrafiltro U sobre k que é nao principal e k-completo.
Vamos construir Ult e Ult* com tal ultrafiltro.

Em « seja d a fungao diagonal, definida por

dlo) =, <K

Como U é k-completo, se X é um conjunto limitado de k entdo X ¢ U. Assim
para todo A < k e para todo o € U temos d(a) > A. Portanto [d] > A e assim
[d] > K e portanto k* > k. Como d* < k(k) isso nos dé que k < k(k).
Portanto, assumindo a existéncia de um cardinal mensurével, existe um mo-
delo transitivo (Ult*, €*) e uma imersdo elementar nao trivial (ndo constante).

Teorema 2. Se eziste um cardinal mensurdvel k entdo V # L

Demonstra¢do. Assuma que V = L e seja k 0 menor cardinal mensuravel. Como
M é transitivo e contém todos os ordinais, segue do axioma da construtibilidade
que M = L. Seja agora k a imersao elementar nao trivial construida anteri-
ormente. Como L F k é o menor cardinal mensurdvel, entdio M E k(k) é o
menor cardinal mensurdvel. Mas como M = L e k(k) > k, chegamos a uma
contradicao. O



